GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L’ESPACE
SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES EQUATIONS DE DROITES

Exercice n°1 page 12

Déterminez des équations vectorielle, paramétriques et cartésiennes (sous forme « systeme » et sous
forme « symétrique » ) de la droite d déterminée par les points A(5,0,1) et B(7,1,0).

Equation vectorielle : OP=k.AB+OA .

Equations paramétriques

X 2\ (5 x=2k+5 ()
yl=k|1[+]0] = a=] y=k (@
z -1 1 z==k+1 (3)

Equations cartésiennes

Le plus simple est d’exploiter I’équation (2) : k= et de remplacer dans

e (1):x=2y+5
* (2):z=-y+1

x-2y-5=0
y+z-1=0]

Nous obtenons ainsi un systeme d’équations cartésiennes de d : |d = {

« Forme symétrique » des équations cartésiennes

Rappelons qu’il faut isoler & de chacune des équations paramétriques.

x-=5
d= =y=-z+1].
) Yy
Exercice n°2 page 12
y=0 , . :
Ox = 0 (la droite Ox est I’intersection des plans y=0 et z=0)
Z ]
x=0 : . :
Oy = { (la droite Oy est I’intersection des plans x=0 et z=0)
x=0 ) . .
Oz= { 0 (la droite Oz est I’intersection des plans x=0 et y=0)
y =
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Exercice n°3 page 12
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Il s’agit chaque fois de considérer la droite comme [’intersection de deux plans particuliers (si
possible, horizontaux ou verticaux).

5
_5 3 _3 _S
AEE{y ADE{x CDE{X CG={Y=73%*3
=2 y=5 = 220
y=0 z=zx z=zx y=-x
BF = AG = 3 OB = 3 OD = 3
Z=2 y=5 y=0 =
2 2
OE=12"37 FG=13="3Y*2 pc=li=-3%+2
x=0 x=0 y=0

Vous trouvez peut-Etre que les équations des droites CG, AG, OB, OD, OE, FG et FC sont
plus délicates a trouver.

Expliquons comment trouver celles de FC par exemple (les explications sont analogues pour les
autres).

D’abord, FC est contenue dans le plan vertical déterminé par les axes Ox et Oz .
Ce plan a pour équation y =0 (premicre équation cartésienne de FC ).

Ensuite, la droite FC est contenue dans le plan FCDE .
Celui-ci étant parallele a ’axe Oy, il n’y aura aucune condition sur y dans son équation.

Observons que FCDE est perpendiculaire au plan xOz et coupe z
celui-ci suivant la droite FC.

Maintenant, faisons abstraction de 1’espace a trois dimensions, \
plagons-nous dans le plan xOz , et cherchons-y I’équation de la
droite FC « comme en 4° année » (figure ci-contre) : sa pente est
¢galea -2 /3 etsonordonnée a I’origine vaut 2 . 0 C@3,0)

|
F(0,2)

2 . .
Donc FC=y-= —gx +2 (seconde équation cartésienne de FC).
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Exercice n°4 page 13

x=2k-1 (1)
On a les équations paramétriques d=1y=5k+3 (2) .
z=-k+2 (3)
2
a) Ladroite d comprend donc le point 4 (-1,3,2) et a pour vecteur directeur v=|5
-1

~5=2k-1 — k=-2
b) K(-5-70) €Ed? {-7=5k+3 — k=-2.
0=-k+2 — k=2

Non, le point K n’appartient pas a d car les trois équations ne peuvent étre vérifiées
simultanément pour une méme valeur de & .

¢) Soit L(x,23,z) lepoint cherché. D’aprés (2): 23=5k+3 — k=4.
Remplacant cette valeur de & dans (1) et (3), nous obtenons x=7 et z=-2.
Conclusion : L (7,23,—2) e d.

d) Les équations cartésiennes sous forme symétrique sont les plus simples a obtenir.

En effet : =_=T=2_Z etdonc d=s—="—-=2-7.

Si I’on souhaite des équations sous la forme d’un systéme, voici un exemple :

Xl Y3 sy i5-2y-6 — Sx-2y+11=0:
2 5

x;—l=2_z — x+1=4-27 - x+2z-3=0.

Finalement: d =

4 5x-2y+11=0
x+2z-3=0

Exercice n°S page 13

x=k-12 (D)
On a les équations paramétriques d=4 y=k-14 (2) .
z==-3k+21 (3)
1
a) Ladroite d comprend le point 4 (-12,-14,21) eta pour vecteur directeur v=|1
-3
S5=k-12 — k=7
b) K(-5,-7,0) € d ? {-7T=k-14 — k=7. Oui, le point K appartienta d .
0=-3k+21 — k=17
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¢) Soit L(x,23,z) lepoint cherché. D’apreés (2): 23=k-14 — k=37.
Remplacant cette valeur de & dans (1) et (3), nous obtenons x =25 et z=-90.

Conclusion : L (25, 23, —90) e d.

d) Les équations cartésiennes sous forme symétrique sont encore les plus simples a obtenir.

221 et donc dsx+12=y+14=z_321.

Eneffet: k=x+12=y+14=

Si I’on souhaite des équations sous forme d’un systéme, voici un exemple :
x+12=y+14 — x-y-2=0;
z-21

x+12= — —-3x-36=7-21 - -3x-7-15=0.

) x-y-2=0
Finalement: d= .
3x+z+15=0

Exercice n°6 page 13

Déterminez des équations cartésiennes de la droite
comprenant le point P (-3 ,1,5) etparallele a la
droite AB avec A(6,4,2) et B(7,4,1). PE3.L)

Soit d la droite cherchée. Comme elle est parallele a la
droite AB , tout vecteur directeur de AB est aussi
vecteur directeur de d .

1 A(6,4,2)
En particulier, AB=| 0 | est vecteur directeur de d .
-1

Comme la deuxiéme composante du vecteur directeur est nulle, la formule permettant d’obtenir les
équations cartésiennes de la droite sous forme symétrique ne s’applique pas.

x=k-3 (D
Ecrivons d’abord ses équations paramétriques : d=4 y=1 2) .
z=-k+5 (3)

L’équation (2) est déja une des équations cartésiennes de d ; elle nous indique que d est incluse
dans le plan y=1.
Pour trouver une seconde équation cartésienne, éliminons le paramétre & entre les équations
restantes (1) et (2).

De(l): k=x+3. Dans(3): z=-(x+3)+5 > x+z-2=0.

. y=1
Finalement: d = .
x+z-2=0
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Exercice n°7 page 13

Déterminez des équations cartésiennes de la droite comprenant le point Q (2,0,0) et parallele a
la droite CD avec C(0,5,0) et D(0,0,3).

Soit d la droite cherchée. Comme elle est parallele a la droite CD , tout vecteur directeur de CD
est aussi vecteur directeur de d .

0

En particulier, CD=|-5| est vecteur directeur de d .

3

Comme la premicre composante du vecteur directeur est nulle, nous passons d’abord par les
équations paramétriques :

x=2 (0
d=ly=-5k (2).
=3k (3

L’¢équation (1) est déja une des équations cartésiennes de d ; elle nous indique que d est incluse
dans le plan x=2.
Eliminons ensuite le paramétre & entre les équations (2) et (3).

De(2): k=-y/5. Dans(3): z=-3y/5 — 5z+3y=0.

) x=2
Finalement: d = {

3y+5z=0"

Exercice n°8 page 13

b)

. . . x=3 +5 o .
La comparaison des équations a = " yT = é avec la formule de référence (relisez les
explications de la page 11 du cours) nous donne immédiatement un point A (3,-5,0) etun
2
vecteur directeur v |3
6

Pour la droite b=x+3=2y+1=8z, il faut d’abord écrire ses équations sous une forme qui
permette la comparaison avec la formule de référence.
Pour cela, il faut que les coefficients de x, y et z aux numérateurs soient tous ¢gaux a 1 :

1
y+
b=x+3=2y+1=8; < b= x+3_, y+l S8 o p=itI_ T 2 _ %
1 2 1 1 1
2 8
Maintenant, la comparaison avec la formule de référence nous donne un point B (-3,-"%,0)
1
et un vecteur directeur u |1/2].
1/8
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Exercice n°9 page 13

x+3y-z=-4

Nous avons d = .
2x-y+2z=19

Soit P le point cherché. Sa cote étant égale a 5, remplagons z par 5 dans les équations de d .

x+3y-5=-4 x+3y=1 (1)
Nous obtenons le systeme <

2x-y+10=19 2x-y=9 (2)°

Méthode de substitution ou combinaisons linéaires, a vous de choisir.
Ici, je choisis la seconde méthode :

2x(1) 2x+6y=2
-1x(2) 2x+y=-9
addition Ty =- - y=-1
Remplacant cette valeur de y dans (1), nous trouvons x =4 .

Le point cherché est donc P ( 4.,-1,5 ) )

Exercice n°10 page 13
Nous avons e=x-1=2y-4=37+9 .

Soit O le point cherché. Son ordonnée étant égale a 4 , remplacons y par 4 dans les équations
de d. Nous obtenons :

x-1=24-4=3749 «© x-1=4=37+9 < (x—1=4)et(3z+9=4) = (x=5)et(z=—%).

Le point cherché est donc Q ( 5,4 ,- %) .

Exercice n°11 page 13
2
L’écriture v=27 - 3_]" + k est une autre facon de donner les composantes : v|-3].
1

Connaissant le point R (-1, 1,2 ), nous pouvons écrire sous forme symétrique les équations de la
droite :

x+1 y-1 z-2
2 -3 1

d

Sous la forme d’un systéme, cela peut étre (vérifiez) :

x-2z+5=0
y+3z-7=0"
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Exercice n°12 page 13
a) Nousavons d=2x-a=y+3=b-27.

Le point S appartenant a la droite d, les coordonnées de S sont solutions des équations de d
(c’est le principe de base de la géométrie analytique, il n’est pas inutile de le rappeler).

Remplagons donc les coordonnées de S (1,2,3) , nous sommes sirs que les égalités sont vraies !
Nous obtenons: 2—-a=5=b-6 — a=-3 et b=11.

b) Nous avons dEax+1=2—ay=b(z—1) .
Remplagons les coordonnées de S (1,2,—2) dans les équationsde d: a+1=2-2a=-3b .

La premiere égalit¢ donne a=1/3. Illsuit b=-4/9.

Exercice n°13 page 13
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=2
Soit a la droite comprenant 7 et parallélea Ox: a= { Y 3
7=-

Un peu d’explication : comme la droite a est parallele a Ox , I’abscisse de ses points varie de
facon quelconque et il n’y a donc aucune condition sur x ; ensuite, la droite est I’intersection du
plan vertical y =2 et du plan horizontal z= -3, ce qui nous donne ses équations cartésiennes.

Les explications sont analogues pour les deux droites suivantes.

x=1
Soit b la droite comprenant T et parallelea Oy : b E{ 3"
7=-
. . x=1
Soit ¢ la droite comprenant 7 et parallelea Oz: ¢ = { 5"
y =

Fin des solutions des exercices des pages 12 et 13
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