LIMITES DE FONCTIONS (TECHNIQUES DE CALCUL) - UMONS

QUELQUES EXERCICES DE PREPARATION A L’EXAMEN D’ ADMISSION

3
1. Calculer lim x -27

=3 A3x -3

Solution

Rappelons d’abord les formules relatives a une différence ou une somme de deux cubes :

a'-b’ =(a-b)(d’ +ab+b’) (1)

a'+b' =(a+b)a’ -ab+b’) )

La premiére nous sera utile pour cet exercice.

Bien que cela ne soit pas demandé, nous chercherons tout de méme les domaines de définition des
différentes fonctions.

Ici, les conditions d’existence sont x > 0 (a cause du radical) et x # 3 (pour que le dénominateur
soit non nul). Nous avons donc dom f =R"/ {3} .

X327 0 o (x—3)(x2+3x+9)
lim =— =

= m
=3 43x =3 0 x=3 \3x -3

Nous avons fait apparaitre le facteur (x - 3) au numérateur. Cela ne régle pas encore le probléme.
I1 faut maintenant multiplier et diviser par le bindme conjugué de 1’expression contenant le radical.

i (x- ?))(x2 +3x+ 9)(@ + 3)
o - 3ax +3)

(3= 3)(x> + 33+ 9)(V/3x + 3)

=lim
e 3x-9

. (x- 3)(x2 +3x+ 9)(@ + 3)
=3 3(x-3)

Nous pouvons maintenant simplifier le facteur (x -3) ce qui va lever I’indétermination.

' (x2+3x+9)(\/§+3) 27.6
=£1E31 3 = 3 =

54

La fonction étudiée présente dans son graphique un « point rouge » de coordonnées (3,54) .
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2. Calculer lim ﬂ .
x—l1 3\/; — 1

Solution

3
Les conditions d’existence sont x +8 >0 et \/x -1#0. Donc domf=[-8,+o[/{1}.

Afin de nous débarrasser de la racine cubique du dénominateur, nous allons de nouveau utiliser la
formule (1) de la différence de deux cubes, mais dans 1’autre sens !

3
Nous allons assimiler 1I’expression \Vx -1 au facteur (a-b) delaformule. Nous allons ensuite
multiplier et diviser par ce qui correspond & (a* +ab + b*) afin de retrouver a’ - b’ .

(’\/X +8 - 3)((3\/;)2 +4x 1+ 12)
lim >
! (%/}-1)((3\/}) 3 x.1+12)

i (M—S))(WPV;H)
s (%/;—1)(%/?+3\/;+1)

) (\/m - 3)(%/? +3lx + 1)

=lim

N
i (ﬁ—3)(%/;+%/;+1)

x=l x-1

lim YX*8=3 _0_
0

L’indétermination « 0 / 0 » étant toujours 1a, multiplions et divisons par le bindme conjugué de
I’expression contenant le radical.

' (M—3)(M+ 3)(%/?+%/;+1)
- (x-1)Vx+8+3)
. (x+8 )V +4x +1)
=lim
= ~1)(Vx+8+3)
» (x—l)(%/?+%/;+1)
T (e e8 +3)

3\/F+5\/;+1

—lim T

3
= Afx+8+3 6

La fonction étudiée présente dans son graphique un « point rouge » de coordonnées ( 1,2 ).

1
2
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L’allure de la fonction étant assez originale, la voici avec le point rouge.

W

2
. avax -x
3. Calculer lim —————
x=a g —qlax

Solution
I1 est clair que la fonction n’est pas définie si @ =0 . Envisageons maintenant deux cas.
Si a>0

Les radicaux imposent la condition x =0 .
, . . 2
Le dénominateur impose a—-+Vax =0 < a=+ax < a =ax < x=a.

Nous avons ainsi domf =R"\ {a}
Si a<0
Les radicaux imposent la condition x < 0 tandis que le dénominateur impose toujours x = a .

Nous avons ainsi domf =R\ {a }

Pour calculer la limite, distinguons deux cas.

Premier cas: a>0 (ona \/a—2 =a)

La limite présente une indétermination de type « 0/0 » .
Comme les deux termes de la fraction contiennent chacun un radical, nous multiplions et divisons
par les bindmes conjugués du numérateur et du dénominateur :

aax -0 (avar - )(avax 4 x7)a+ Jax)

x=a g—qlax 0 x—a (a—\/a)(a+ ax)(a ax+x2)
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Nous obtenons ainsi :

(a2.ax—x4)(a+ ax)

lim _lim x(a3—x3)(a+ ax)

e (a2 - ax)(a ax + xz) e a(a—x)(a ax + x2)
Encore une fois, la formule (1) nous permet de progresser :

)C(Cl - X)(Cl2 +ax + xz)(a + ax)

=lim
X—a 2
a(a—x)(a ax+x)
2 2
) x(a +ax+x )(a+ ax)
=lim S
r—a a(a ax + x )

a(a2+a2+a2)(a+w/?) a.3¢.2a

= =3a
a(a\/?+ az) a.2a’

Le graphique de la fonction admet un « point rouge » de coordonnées (a,3a).

Secondcas: a<0 (ona % =-a)

La limite ne présente pas d’indétermination.

2 2 2 2 2
En effet : lim Y& —2 =a\/a_—a =a.(—a)—a =—2a
e a-~Nax a-a* a-(-a) 2a

Le graphique de f comprend le point (a,-a).

=-a.

Voici deux exemples avec a = 1.5 (4 gauche) et a =-3 (a droite).
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3. Calculer lim

x—0

3 2
X X

(sinx cosx)

Solution

Le domaine de définition de la fonction est Ry . En réduisant au méme dénominateur, nous
constatons que la limite présente une indétermination de type « 0/ 0 » .

—
X X

lim

x—0 3

X

x—0

(sinx cosx)

) (sinx—x.cosx) 0
=lim| —————

Utilisons maintenant la regle de L’HOSPITAL.

. o . sinx
En fin de calcul, nous retrouverons la limite de référence lim =1.
x—0 X

=lim
3x?

x—0

RH (cosx—(l.cosx+x.(—sinx)))

. x.sinx 1 1
=lim —=—1 — .
x=0 3y 3x=0 x 3

. sinx
m —

. . . 1
Le graphique de la fonction présente un « point rouge » de coordonnées ( 0, 3 ).

sin(x)
f(x)=""73
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Autre méthode : utiliser les polynomes de TAYLOR

Pour les polyndmes de TAYLOR, voir le document sur ce sujet.

3 5 7 9 11
Nous savons que : sinx=x-— 4 X X X L (au voisinage de 0) .
3507 9 11!
. 1 1 2 4 6 8
Donc : sm%x=_2__+x__x_+x__x_+m (1).
x> x” 31507 9 11!
2 4 6 8 10
D’autre part : cosx=l-—p 2 X L L (toujours au voisinage de 0) .
2! 4! 6! 8! 10!
1 1 2 4 6 8
Donc : CALE I N . (2)

Soustrayant membre a membre (2) de (1), nous obtenons :

sinx CcoOSx (1 1 x> x* x* X )(1 1 x* x* x® X )

5 +
x° 20 4! 6! &' 10!

x* 315 70 9 11!

2 4 6 8 2 4 6 8
1 1 X X X X X X X X
=t —F | — - ——F || — - ———+ ...

st 70 90 11! 4! 6! 8! 10!

Finalement, comme tous les termes entre parenthéses tendent vers 0 lorsque x tend vers 0, nous
trouvons :

3 2
X X

lim

x—0

(sinx cosx) 1 1

4. Calculer lim cosx .

X—>+00

Solution

La limite d’une fonction f lorsque x tend vers a est égale a b si et seulement si I’image de toute
suite de réels extraite de dom f et tendant vers a est une suite de réels tendant vers b .
On écrit alors lim f(x)=5b .
Voici une suite de réels x tendant vers +©: 0, 2x, 4, 6, 81, ...
La suite des images par la fonction cosinusest: 1, 1, 1, 1, 1,...
m Tn 137 19w 25x%

Voici une autre suite de réels x tendant vers + o : — |
3 3 3 3 3

La suite des images par la fonction cosinus est cette fois : 2, 2, 2, a2, 2, ...

b 3 b > *ce

Or, pour qu’il y ait une limite, il faudrait que toute suite de réels x tendant vers + « engendre une
suite d’images tendant vers la méme limite. Ce n’est pas le casiciet lim cosx n’existe donc pas.

X —>+0

Evidemment, lim cosx n’existe pas non plus.

x—>—00

Plus généralement, les limites pour x tendant vers +o des fonctions périodiques n’existent pas.
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2 .
. COS™ x.sInx —tanx
5. Calculer lim

x=0 (\/sin2 x+1 —1).sinx .

Solution

Les conditions d’existence sont celles de tan x et aussi sinx #0 .
Le radicand ne pose pas de probléme car il est supérieur ou égal a 1.

Le facteur +/sin’x+1—-1 doit étre différent de 0, et donc sin x # 0 , condition déja mentionnée.

k
Finalement : dom f = R\{Tﬂ} (kEZ).

La limite présente une indétermination « 0/0 » .
Une premiere simplification possible est celle des facteurs sin x .

sin x

cos’ x.sinx —tan x cos” x.sin.x -
lim : =lim LOS X

x=0 (\/sin2x+l —1).sinx x=0 (\/sin2x+ 1 —1).sinx

sin x. (cos2 X -

: cos x)
=lim

x=0 (\/sin2 x+1- 1).sinx

cos’ x —
=lim COS X

=0 Afsin®x +1-1

L’indétermination n’est pas encore levée. Au numérateur, réduisons au méme dénominateur.
Utilisons ensuite la formule de la différence de deux cubes tout en multipliant et divisant par le
bindme conjugué de I’expression contenant le radical.

. cos’ x—1
=lim

x=0 cosx.(\/sin2 x+1- 1)

(cosx —1).(coszx +COSX + l)( sinx+1+ 1)

=lim

x=0 cosx.(\/sin2x+1—1).( sin2x+l+1)

(cosx —1).(0032x +COSX + 1)( sinx+1+ 1)

=lim —
x—0 cosx.sm" x

Comment conclure et simplifier les facteurs qui font persister I’indétermination ?
En pensant a la formule fondamentale !

En effet, sin’x=1-cos’x =(1-cosx).(1+cosx)

Limites de fonctions (techniques de calcul) - UMons




Nous obtenons ainsi

(cosx - 1).(cos2 X +COSX + 1).(\/sin2 x+1+ 1)
=lim

x=0 cosx.(1-cosx).(1+cosx)

(—1).(cos2 X +COSX + 1).(\/Sin2x +1+ 1) -1.3.2

=1lim = -3.
x>0 cosx.(1+ cosx) 1.2

Le graphique de la fonction présente un « point rouge » en (0,-3).

sin(ax)

6. Calculer lim—
x=0 gin(bx)

(a,hb=0).

Solution

.. . . . km
La condition d’existence de cette fonction est sin(bx) =0 < bx=kmr < x= 5

Nous avons donc : dom f = R\ { I%T} (kEZ).

sin x

Pour calculer la limite, nous allons utiliser les limites de référence lirrol— =1 et lirrol —=1,
=0 x x=0 gin x
. . .. sin(ax )
sachant qu’elles impliquent aussi lim (@) =1 et lim— =1 (a,b €ERy).
=0 qgx x=0 sin(bx)

. . - . a
Pour commencer, utilisons un artifice de calcul en multipliant et divisant par 3

lim sin(ax) _9 im ( 2 sin(ax)) _a lim(sin(a)c) b )

0 sin(bx) b +0\a sin(bx)) b =\ a  sin(bx)

Multiplions et divisons maintenant par x .

= — = — 1=

b x=0 ax 0 sin(bx) b

lim sin(ax) — bx a | sin(ax) T bx a 1 a .
=0\ ax  sin(bx) b
Le graphique de la fonction présente un « point rouge » en (0, % ).

Evidemment, la solution de facilité ett été d’utiliser la régle de L’HOSPITAL | Mais la méthode
précédente a le mérite d’étre accessible a un éléve de 5° qui n’a pas encore vu les dérivées.

im sin(ax) 9 ki, cos(ax).a 1._a _a
=0 sin(bx) 0 =0 cos(bx).b 1.b b

La fonction étudiée peut prendre des formes trés bizarres selon les valeurs de a etde b .
A la page suivante, un exemple avec a =1,8 et b=1,4. La limite vaut bien 1,8/1,4=9/7.
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_[sin(1]-8x)
2[ Y= lsin(1.4x)

ul /N |

/x-

T11\[10 '-WJ e/ 5 A 3 2 11 "1 \2 '3\/4 5\ 6 W'g 40 11 A2 113 [1a 115
.2.
.3_

-
o

I-cosx
—— six=0
X

7. Calculer la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction f définie par f(x)=

—

six=0

™ |

La fonction f est-elle continue en 0 ?

Solution

Evitons la régle de L’HOSPITAL (trop facile © ).

1 1-cosx _9 _li (1—cosx)(1+cosx)
=0 x2 0 %0 x2(1+ cosx)
) 1-cos® x
=lim

x=0 x2(1 + cosx)

) sin’ x
=lim————
x=0 x (1 + cosx)

. sinx .. sinx .. 1 1
=lim Jim Jim =1.1—-
x=0 x x>0 x x=0]4cosx 2

N | —

Ensuite, nous savons qu’une fonction f est continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a) .
Donc, pour vérifier si f est continue en 0, il faut vérifier si lirr(} f(x)=f(Q) .

Notre calcul précédent et la définition de f montrent qu’elle est bien continue en 0 car

1

}Cig(}f(X)=f(0)=2
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